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$m$ $x_{1}\leq x_{2}\leq$ . . . $\leq x_{m}$ $n$ $y_{1}\leq y_{2}\leq$ . . . $\leq y_{n}$
$m+n$ $m+$. $n$
$z_{1}\leq z_{2}\leq\cdots\leq z_{m+n}$ $(m, n)-$
1 $(1, 1)-$




Batcher [1] odd-even $(m, n)-$
Yao and Yao [2] $M(2, n)=\lceil 3n/2\rceil$ Aigner and Schwarzkopf [3]




1054 1998 40-53 40
$M(4,7)=16,$ $M(5,6)=16$ $15\leq M(4,7)\leq 16,15\leq M(5,6)\leq 16$
15
$(m, n)-$ $z_{i}\in\{x1, x2, \cdots, X_{m}, y1, y2, \cdots, yn\}$
$z_{i}$ $x_{i}$
$y_{i}$
([6, p.239, Exercise 16] )
$[z_{i} : Z_{j}]$ $z_{i}$
$z_{j}$
$\uparrow z_{i}$ $\downarrow z_{i}$ $\uparrow z_{i}$
$z_{i}$
$\downarrow z$’ $z_{i}$
$zi,$ $zj,$ $zk,$ $\mathcal{Z}\ell$
$i,\dot{\gamma},$ $k,$ $l$ 2





















$M(m, n)$ $(m, n)-$ $(m, n)-$ $-$
2 $(m, n)-$
3 3 $x_{1},$ $y_{1},$ $z,$ $z\in\{x_{2}, y_{2}\}$ $(m, n)-$
(1) $[x_{1} : y_{1}]$ 1
(2) $[x_{1}:\downarrow z]$ $[x_{1}:\downarrow z]\prec[x_{1} : y_{1}]$
( ) (1) $x_{1},$ $y_{1}$ $N$ $(1, 1)-$










$\beta_{n}$ 2 $N$ $(m, n)-$
.. (2) $N$ $\alpha=[x_{1} : y_{1}],$ $\beta=[x_{1}:\downarrow z]$ $\alpha\prec\beta$ $x_{1}$





4 $\min(M(m+1, n),$ $M(m, n+1))\geq M(m, n)+1$
5 $x_{1}$ , $x_{2},$ $y_{1}$ $(1, 2)$ - 2 2
( ) $x_{2},$ $y_{1}$ $(1, 1)-$
$[x_{2} : y_{1}]$ $M(1,2)=2$ – $[x_{1}:\downarrow x_{2}]$
4 $[x_{2} : y_{1}]\prec[x_{1} : x_{2}],$ [ $x_{1}$ :
$x_{2}]\prec[x_{2} : y_{1}],$ $[x_{2} : y_{1}]\prec[x_{1} :y_{2}],$ $[x_{1} :y_{2}]\prec[x_{2} :y_{1}]$ $[x_{2} :y_{1}]\prec[x_{1} :x_{2}]$
$[x_{1} : y_{2}]\prec[x_{2} : y_{1}]$ $y_{1}$ $x_{1}$
$(1, 2)-$ 2 2
6 \sim 1, $x_{2},$ $y_{1},$ $x3,$ $y_{2},$ $x_{4}$ $(2, 4)$ -
$[y_{1} : x_{3}]$ 2
( ) $M(2,4)=6$ $(2, 4)-$ $N$ $[y_{1} : x_{3}]$
2 5 $N$ $N$ [$x_{2}$ :
$y_{1}],$
$[x_{1} : z]$ , ( $z=x_{2}$ $z=y_{1}$ ), $[x_{3} : y_{2}],$ $[y_{2} : x_{4}]$ 2 $[y_{1} : x_{3}]$
$y_{1}$ $y_{2}$
42
$[y_{1} : x_{3}]\prec[x_{3} : y_{2}]$ $y_{2}$ $x_{2}$
$[x_{3} : y_{2}]\prec[y_{1} : x_{3}]\prec[x_{2} : y_{1}]$ $x_{2}$ $x_{3}$
$[x_{2} : y_{1}]\prec[y_{1} : x_{3}]$ 3
$N$ 2 $[y_{1} : x_{3}]$ $N$
7 [7] $(3, 3)$ - 3 4
8 [4] $(3, 4)$ - 4 18
$y_{2}$ 5 18 36






























(5) $(^{[)}.)$ $(^{(})$ (6)
(9) (1U) $(\perp\perp)$ $(\perp\angle)$
(17) $(\perp 6)$
4: $(3, 4)-$ ( 1)
44
(19) (20) (21)
(23) (24) $(\angle 5j (2\mathrm{t}))$
(27) (28) (29) $(\overline{\mathrm{d}}\cup)$
(31) (32) $(\delta\delta)$ (J4)
(.35) $(\overline{s}\iota))$
5: $(3, 4)$ - ( 2)
45
(1) (2) $(\overline{\delta})$ (4)
(5) (0) ( $(^{\mathrm{O}})$
(9) $(1\cup)$ ( $\perp$ $(\perp\angle)$
(1 $\Gamma()$ $(\perp 6)$
6: $(3, 4)$ - ( 1)
46
(19) (20) (21)
(23) (24) (25) $(2\text{ })$
(27) (28) $(.\Delta 9)$ $(\delta\cup)$
(31) $(\cdot.\mathrm{J}2)$ $(\delta S)$ $(\delta 4)$
(35) $(\overline{\delta}0)$




( ) Batcher [1] $M(4,7)\leq 16$ $M(4,7)\geq 16$
[4] $M(4,6)=14$ 4 $M(4,7)\geq 15$
$M(4,7)=15$ 15
$(4, 7)-$ $M(4,7)\neq 15$
$M(4,7)=16$
15 $N$ $N$
$X_{1},$ $x_{2},$ $y_{1},$ $x_{3y4y},2,$$\text{ },3,$ $\text{ }5,$ $y_{4,6,\tau}xx$ $N$ 10
$N_{1}$ $(4, 6)-$ $M(4,6)=14$ $N_{1}$ 14
$x_{1}$ . 1 $N$ 15
$N_{1}$ 14 $(4, 6)$ - 3(1)
$[\text{ _{}2} : y_{1}]$ 1 $N$ 3
$N_{2}$ $(1, 2)-$ $N_{2}$ 2
$N_{2}$ $(1, 2)-$ 5 $N_{2}$ 2
$[x_{2} : y_{1}],$ $[\text{ _{}1} : z]$ , ( $z=\text{ _{}2}$ $z=y_{1}$ ) $[x_{2} : y_{1}]\prec[x_{1} : \text{ _{}2}]$
$[x_{1} : y_{1}]\prec[x_{2} : y_{1}]$ $[x_{2} : y_{1}]\prec[x_{1} : \text{ _{}2}]$ $x_{1}$ $N$
.
$y_{1}$
$[x_{1} : \text{ _{}2}]\prec[x_{2}:\downarrow y_{1}]$ $[x_{2}:\downarrow y_{1}]$ $N_{1}$
$N_{1}$ $(4, 6)$ - 3(2)
$N_{2}$ $[x_{1} : \text{ _{}1}],[X_{2} : y_{1}]$ $[x_{1} : \text{ _{}1}]\prec[x_{2} : y_{1}]$
N 3 $y_{4},$ $\text{ _{}6},$ $\text{ _{}7}$ $[y_{4} : X_{7}],[y_{4} :x_{6}]$
[ 4 : $x_{7}$] $\prec[y_{4} : x_{6}]$ .
$N$ 8 $[x_{2} : y_{1}],$ $[y_{1} :x_{3}],$ $[\text{ _{}3} : y_{2}],$ $\cdots,$ $[y_{4} :x_{6}]$.
$[\text{ _{}1} : y_{1}],$ $[y_{4} : \text{ _{}7}]$ 10 10
$S_{1}$ $N$ 15 $S_{1}$ 5 $\alpha,$ $\beta,$ $\gamma,$ $\delta,$ $\epsilon$
5 $S_{2}$
$S_{2}$ $x_{1}$
1 $[x_{1} : y_{1}]$ $\text{ _{}7}$
1 $[\text{ }4 : x_{7}]$ $\alpha,$ $\beta,$ $\gamma,$ $\delta,$ $\epsilon$
$[\downarrow x_{2}:\uparrow \text{ _{}6}]$ $N$ 5 $(2, 3)-$
$M(2,3)=5$ $S_{2}$ 1
$\alpha$ $[\downarrow x_{2}:\uparrow y_{2}]$ $N$ 7
$(3, 4)-$ $M(3,4)=8$ $S_{2}$
2
$\alpha$
$\beta$ $\beta$ $[\downarrow \text{ _{}2}:\uparrow y_{3}]$
$N$ 8
$(3, 5)-$ $M(3,5)=10$ $S_{2}$
3 $\alpha,$ $\beta$
$\gamma$








$\epsilon$ $[\downarrow \text{ _{}2}:\uparrow x_{6}]$
.
$\mathrm{t}$
$N$ 5 7 8 9
$(2, 3)-\text{ }(3,4)-\text{ }(3,5)-\text{ }(4,5)-$
$S_{2}$ 1,2,3,4
9 $N$ 2 $y_{2},$ $x_{4}$ 2 $x_{4},$ $y_{3}$ \vdash $S_{2}$
2
( ) 2 2, $x_{4}$ 2 $x_{4},$ $y_{3}$ $S_{2}$ 1
2, $\text{ _{}4}$ $x_{4},$ $y_{3}$ 2
1 $S_{2}$ 1 $S_{1}$
$[y_{2} : x_{4}],$ $[x_{4} : y_{3}]$ $S_{1}$ \vdash
,
$y_{2},$ $x_{4}$ $x_{4},$ $y_{3}$ – $S_{2}$
2
1, $x_{3}$ 2
$y_{1},$ $\text{ _{}3}$ 2
1,2,2,3,2,2,3,2,2,1
$S_{2}$
$x_{3},$ $y_{2}$ $y_{3},$ $x_{5}$
2 $y_{1},$ $x_{3}$ $y_{2},$ $x_{4}$ $\text{ _{}4},$ $y_{3}$ $x_{5},$ $y_{4}$
1 9 $y_{2},$ $x_{4}$ $x_{4},$ $y_{3}$ – 2
– $c\in\{\beta, \gamma, \delta, \epsilon\}$ $c$ $[\downarrow \text{ _{}2}:\uparrow y_{2}]$ $\alpha\leq c_{\text{ }}$
$d\in\{\gamma, \delta, \epsilon\}$ $d$ $[\downarrow x_{2}:\uparrow y_{3}]$ $\beta\leq d_{\text{ }}$ $e\in\{\delta, \epsilon\}$ $e$ $[\downarrow x_{2}:\uparrow x_{5}]$
$\gamma\leq e$ $\epsilon$ $[\downarrow x_{2}:\uparrow y_{4}]$ $\delta\leq\epsilon$ $\alpha,$ $\beta,\gamma,$ $\delta,$ $\epsilon$
(1) $\sim(4)$
(1) $N$ 5 $S_{2}$ $k(1\leq k\leq 5)$
$k$ [ $\text{ _{}3}$ : 2]
$N$ 5 $k(1\leq k\leq 5)$ $S_{2}$
k $[y_{3} : x_{5}]$
(2) $N$ 6 1
$S_{2}$ $(2, 4)$ -
6 $[y_{1} : x_{3}]$ $N$ 6
1 $S_{2}$
$[\text{ _{}5} : y_{4}]$
(3) $N$ 8
3 $S_{2}$ $(3, 5)$ -
49
$\gamma$





4 $S_{2}$ $(4, 5)$ -










7 $N_{3}$ $N_{3}$ $S_{2}$
$[.\text{ _{}4} : y_{3}]$ 2 $N_{3}$ $S_{2}$ $[x_{4} : y_{3}]$ $(3, 4)$ - –
8 $N_{3}$ 6,7
$[x_{1} : y_{1}],[\text{ _{}2} : \text{ _{}1}]$ $[x_{1} : y_{1}]\prec[x_{2} : y_{1}]$ 3(2)
$[x_{2}:\downarrow y_{1}]$ $[x_{2}:\downarrow y_{1}]\prec[x_{2} : y_{1}]$ $x_{1}$
– $S_{2}$ 2 4
(1) $[\text{ _{}1} : \text{ _{}2}],$ $[y_{1} : y_{2}]$ , (2) $[.y_{1} : y_{2}],$ $[y_{1}. : x_{4}]$ , (3) $[x_{2} : y_{2}],$ $[X_{3} : \text{ _{}3}]$ , (4) $[x_{2} : y_{2}],$ $[X_{3} : \text{ _{}4}]$
$N$ 7
$S_{2}$ $[y_{2,4}x]$ 2 2 4
(1) $[y_{3} : y4],$ $[\text{ }3 : y_{4}]$ , (2) $[x_{4} : y_{4}],$ $[y\mathrm{s}:y_{4}]$ , (3) $[y_{25} : \text{ }],$ $[y_{3} : x_{6}]$ , (4) $[X_{4} : x_{5}],$ $[\text{ _{}3} : \text{ _{}6}]$
$N$ $x_{4}$ $S_{2}$
\alpha $=[x_{2} : x_{3}],$ $\beta=[y_{1} : y_{2}],$ $\gamma=[\text{ _{}3} : x_{4}],$ $\delta=[y_{2} : x_{5}],$ $\epsilon=[y_{3} : x_{6}]$ $\alpha=[x_{2} : y_{2}],$ $\beta=$





$\text{ _{}1},$ $\text{ _{}2},$ $X_{3}$ 2
$[\text{ _{}1} : \text{ _{}1}]\prec[x_{2} : \text{ _{}1}]$ $[y_{1}, x_{3}]$ $[y_{1} : x_{3}]\prec[x_{1} : y_{1}]\text{ }$
$[\text{ _{}1} : y_{1}]\prec[y_{1} : x_{3}]\prec[\text{ _{}2} : y_{1}]\text{ }[x_{2} : y_{1}]\prec[y_{1} : x_{3}]$ 3 4
3 $x_{3}$ $\text{ _{}5}$
2 2
$S_{1}$ 10
$3\cross 2\cross 2\cross 2\cross 2\cross 2\cross 3=288$
$S_{2}$ 311
50
$[\text{ _{}2} : y_{1}]\prec[x_{2}:\downarrow y_{1}]$ [X2 $:\downarrow y_{1}$ ] 3(2)
$N_{1}$ $(4, 6)$ -
[ 4 : $\text{ _{}6}$ ] $\prec[\uparrow y_{4} : x_{6}]$ $[\uparrow y_{4} : \text{ _{}6}]$
3,086,249,058
$\mathrm{C}$
$\mathrm{J}\mathrm{U}1/170$ (Ultra SPARC, $167\mathrm{M}\mathrm{H}_{\mathrm{Z}},$ $\mathrm{s}\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}92:252$ )
2 $\mathrm{J}\mathrm{S}5/110$ ( $\mathrm{m}\mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{o}}\mathrm{S}\mathrm{P}\mathrm{A}\mathrm{R}\mathrm{C}-\mathrm{I}1$ , llOMHz, $\mathrm{S}\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}92:78.6$) 4







( ) Batcher [1] $M(5,6)\leq 16$ $M(5,6)\geq 16$
[4] $M(4,6)=14$ 4 $M(\bm{5},6)\geq 15$
$M(5,6)=15$ 15
$(5, 6)-$ $M(5,6)\neq 1\bm{5}$
$M(5,6)=16$
15 $N$ $N$
$X_{1},$ $y_{1,2,y_{2,3}}\text{ }x,$ $y3,$ $\text{ }4,$ $y4,$ $x_{5,y5,6}x$ $N$ 10 $[x_{1} : y_{1}],$ [ $y_{1}$ :
$x_{2}],$ $[x_{2} : y_{2}],$
$\cdots,$
$[\text{ }5 : x_{6}]$ 10








$[\downarrow x_{1}:\uparrow \text{ _{}3}]$ : $N$ 7 $(3, 4)-$
$M(3,4)=8$ $S_{2}$ 2
$\alpha$ $\beta$ $\beta$ $[\downarrow x_{1}:\uparrow x_{4}]$




$\delta$ $[\downarrow \text{ _{}1}:\uparrow x_{5}]$ $\epsilon$
$[\downarrow x_{1}:\uparrow x_{6}]$
.
$N$ 5 7 9






$S_{2}$ $x_{3},$ $y_{3}$ $y_{3},$ $x_{4}$
2 $x_{2},$ $y_{2}$ 2, $x_{3}$ $x_{4},$ $y_{4}$ $y_{4},$ $x_{5}$
1
– $c\in\{\beta, \gamma, \delta, \epsilon\}$ $c$ $[\downarrow x_{1}:\uparrow \text{ _{}3}]$ $\alpha\leq c_{\text{ }}$
$d\in\{\gamma, \delta, \epsilon\}$ $d$ $[\downarrow \text{ _{}1}:\uparrow \text{ _{}4}]$ $\beta\leq d_{\text{ }}e\in\{\delta, \epsilon\}$ $e$ $[\downarrow x_{1}:\uparrow x_{5}]$
$\gamma\leq e_{\text{ }}\epsilon$ $[\downarrow x_{1}:\uparrow x_{5}]$ $\delta\leq\epsilon$ $\alpha,$ $\beta,$ $\gamma,$
$\delta,$ $\epsilon$
$N$ 5 $N_{1}$
$z_{1},$ $z_{2}$ , $z_{3},$ $z_{4,5}z$ $N_{1}$ $S_{2}$ 1 $N_{1}$
$(2, 3)-$ $S_{2}$ $[z_{1} : z_{2}],$ $[z_{1} : z_{5}],$ $[z_{4} : z_{5}]$
$N$ 9 $N_{2}$
$z_{1},$ $z_{23,4},$$Zz, $Z_{5},$ $z_{6},$ $Z7,$ $Z_{8,9}Z$ $N_{2}$ $S_{2}$ 1
$N_{2}$ $(4, 5)-$ $S_{2}$
$[z_{1} : z_{2}],$ $[z_{1} : z_{9}],$ $[z_{8} : z_{9}]$ $N$ $[x_{1} : y_{1}],[\text{ _{}1} : x_{6}],[y5 : x_{6}]$
$S_{2}$ 3
$N$ 7 $S_{2}$ 2
$(3, 4)$ - 8
4,5 $S_{2}$ 2 8
$N$ 6 $S_{2}$ 1
$(3, 3)$ - 7 3
$S_{2}$ 4 ..
$N$ $y_{3}$ $S_{2}$
\alpha $=[x_{1} : y_{2}],$ $\beta=[\text{ _{}2} : y_{3}],\gamma=[_{\text{ _{}3}:X_{4}}],$ $\delta=[x_{3}:_{\text{ }}4],$ $\epsilon=[_{\text{ _{}4}:y}5]$ $\alpha=[y_{1} : \text{ _{}3}],$ $\beta=$







2 $(3, 4)$ -
8 36
$S_{2}$ 2 $4\sim 5$
(2) 6 $S_{2}$




(3) (1) $\text{ }$ (2) $M(4.’ 7)$ $S_{1}$ 10
$2^{9}=512$
$S_{2}$
1061 $S_{2}$ (1) 536 (2) 466 (3)
59 .
3 $[\text{ _{}1} : y_{1}]\prec[\text{ _{}1}:\downarrow y_{1}]$
$[x_{1}:\downarrow y_{1}]$ 3(2) $(5, 6)$ -
$[\text{ _{}5} : x_{6}]\prec[\dagger y_{5}=X_{6}]$ $[\uparrow y5 : \text{ }6]$
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